lll. IL PIANO NELLO SPAZIO



“LA GEOMETRIA CON L’EQ PARAMETRICA DI VAG”
I1 Piano nello Spazio Cap. III Pag. 1

IL PIANO

>

In un riferimento cartesiano di origine
O sia il punto C(a,b,c) e
coseni dir. (COS¢y,COSc,,CO0S;) con OC=p

5

Tiscali Home - Adsl,
Fibra, Mail, Notizie,

(distanza del piano
dall’origine) .Sappiamo essere una Eqg. di
Vag:

1)OC = p=acose, +bcosa, +ccosa,

p?=a’+b?+c?
affinché un qualungque punto
Fig-1 A(X,y,z; cosa',,cosa’, ,coscxr'y)

appartenga al piano per C con OCA=90° basta che:
2)XCoSay, +yCOSar, +2C0Sa, = P Ug.
E’ anche Eqg. di Vag:
OAcosa’, = X
3)xcosa',+ycosa',+zcosa', = OA OAcosa',=y
OAcosa'y=1
ed inoltre:

4)cos AOC =coso =(cosa', cosa, +Cosa', COSar, +COSa', COS )

Per tanto sostituendo nella 2) il secondo membro della 3) avro la
seguente Uguaglianza:

5)OA(cosa', cose, +cosa’, Cosa, +C0Sar', COSa,) = P Ug
che sostituita dalla 4):

OACOSS = p CA _
a) . — b)tand = — OA = pcoso +CAseno
OAsin o =CA P
Eg. di Vag di un punto in un piano distante p dall’origine e
poiché abbiamo 0 <8<90° il valore p ed il valore CA saranno
sempre positivi.

In quanto OA= pCOS5+C_Asen§ e’ una Eg. di Vag dovra essere:

OACOS5 = p  ssen’s5—1  OR - A4 02
OAsen & = CA cos’5+sen’ s = = +p
~n2 2 :
CA +p°cosa'|=x
Comunque OA= C_A2+p2 \Ia2+p2 cosa',=Yy
JCA" + p?cosa, =12
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Da cui (CA +p2)(cos?a’,+cos’er’,)=(CA” +p?)sina,
JCA” + p? sina’y= (X% + y?)
JCA” 4 p? cos’a’y=12°

Puo essere allora che sia CA cerchio, ellisse, iperbole, ecc.
cioe una figura rappresentata su quel piano.
2 2 enn?
) —2 +m-sen .
Ad esempio se CA :9————?——£Z:Iperbole sara:
cos”

g’ +m?sen’s
cos’ f

Se fosse 8 = a3 perché p=z avremmo il piano parallelo al piano x0y
e posto che le proiezioni su tale piano degli assi xo,yo siano
coincidenti con gli assi x,y avremo anche che la proiezione di CA
e coincide con OAx riavremo il caso a) di 5).

xcosa'l+ycosa'2+zcosa'3:\/ +p®|=|OA

(Per tracciare la figura bastera, per ogni terna di valori
a,a'y,a'y, cercare un valore di P (essendo noto p) per avere la

distanza OA e quindi la figura).
*khkkhkkkhkkkh kK%K

RICORDIAMO. In un riferimento cartesiano ortogonale per passare dall’equazione di un
piano per punti a quella di un piano tramite i suoi coseni direttori dobbiamo ricordare
che 1l’equazione:

a) XCOSa, +YyCoSa, +2C0sa, = P con  COSay’ +C0Sa,” +CoSa,” =1

¢ 1'eq. di un piano dove p € la distanza del piano dall’origine.
Per contro l’equazione per punti rappresentante un piano e:

Ax+By+Cz+D=0

e per ritrovare la equazione a) dividiamo per un’ opportuno K:

A B C D A B C D
—X+—YyY+—2+—=0 e posto — =C0S@;; — =COSQ,; —=COSQ;, —=—p
K K K K K K K K

D

ci ritorna la a) con K ==+ A2+BZ+C2 mentre avremo la distanza P =
VA? +B?+C?
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Siano i punti A(X,Y,2)(e,,,0;) C(a,b,c)(eq,a,05) (come in fig.

precedente) e come abbiamo visto

OAsens =CA

E supponiamo ora che CA sia un segmento di una retta con cos. dir.

{OACOS& =0C=p=acose, +bcosa, +ccosa,

(cosg,,c08¢,,C05¢,) allora per quanto sappiamo possiamo scrivere:

angolo CAO =c0s(90 — &) =send = (Cos&, cosa',+C0S &, COSar',+COS &, COS 5 )
che moltiplicato per OA dara
OAsend = CA = Xcosg, + ycose, + ZCOS¢,

Si noti che essendo OCA=90° dara

COS &, COSy +C0S&, COSar, +COS &g, COSar, =C0s90 =0
che moltiplicato per OC=p:

acosg, + bcose, + ccose, =0
Pertanto:

OAcC0so = p=acose, +bcose, + ccosa, = XC0Se, + yCOSar, + Z2COSa,
OAsens=CA= XCOS¢g + YCOSg, +2C0S¢&,

Sono punti generici del piano tutti quei punti che danno le
seguenti eguaglianze, in funzione della distanza del piano:

P=XCOSey + YCOSQ, + ZCOSet, = X, COS ¢y + Y, COSx, + Z, COS @, = €CC.

p® = xa+yb+zc=xa+yb+zc=ecc.
E in coseni direttori:

p =OA(cosa', cosa, +cosa', COSa, +COSa', COS ;) = ecc.

p?> =0A(acosa',+bcosa',+ccosa's ) = ecc.
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Nella figura sotto sul piano m 0CA=90°, mentre il punto A e’
governato da un riferimento cartesiano di origine C con coord.

A(X.,¥.)ed angolo B, mentre rispetto al riferimento cart. nello

spazio abbiamo A(X Y, z;¢';;a,;a'5)eC(cb,caa,;an) .

—— e o — i —— — -

Quale sara, dunque,
; la relazione tra (X.Y,) e
(x,y,2; cosa', ,cosa’, ,c0sa';) del punto A,
avendo 1’Eqg. di Vag

OAcoso=0p ‘@“ 5+ CAsen s
OAsen 6 = CA = PeosorLAsen
O
Sia CA=x_ cosS+Yy, senpf
Fig.4 y
« ) CAcos =X, [(OAseno)cos f=xX,
CAsenf =y, [(OAsend)senf =y,
Dalla Eg. di Vag sappiamo
OAcosa', =X
OAcosa', =y OA= XI = yl = Z' che sostituita in 1) dara:
, cosa';, cosa', cosa',
OAcosa'; =12

X, Cosa', =Xsenocosf |y, cosa', =xsendsen
2)3X,Cosa', =ysenocos 1Yy, cosa', =ysendsen S
X, Cosa';=zsenocosf |y, Ccosa'y =zsendsen

La 2) da’ la relazione che intercorre tra le varie coordinate e
tra le Eg. di Vag che rappresentano i punti.
Se 11 segmento OC giace sull’asse z tale piano sara parallelo al

piano xOy e implichera che Sind=sina'; e quindi come proiezione

possiamo far coincidere X con X e yc con y:

X, Cosa', = Xsena',Cos B |y, cosa', = xsena', senf3
X, Cosa', = ysena',cos 1Y, cosa', = ysena', senfs
X, COsa'y=zsena', oS B |y, Cosa'y = zsena ', senf
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Dalla figura sotto, un piano distante p dall’origine, per qgquanto
visto e posto 0=COA :

OAcoso = p
{OAsen o=CA
OA'coso'=p
{OA'sen 0'=CA'= X,
OA''coso''=p
o) {OA"sen 0"'=CA"=y,

Fig. 5

CA = CA'cosp + CA''senp = x_cosP + Yy, senp
1)CA =0OAsens = (OA'send’) cos 3 + (OA''send'")senp
(OAsend)® = (OA'send')” + (OA"'send')?
ed anche: CA=ptand; x.=CA'=ptand’, y.=CA"=ptano"

CAcosB=ptandcospf=ptand’

2) CA=(ptand')cos tand'')sen
) P JeosP+(p Jsenp {CAsenB =ptandsenp =ptand"

Qualungque possa essere il valore di p avremo:

= ' 2 2 1 2
3) tanS:tanS'cosB+tanéi"senB{tanéscoSB @nd" tan®d=tan” §+tan“d

tan osenp =tan "
_ tand"

4) tan oy
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Proseguendo nelle considerazioni fatte
nella pagina precedente nel caso che
il riferimento sul piano non sia
ortogonale, come nella figura a lato,
sappiamo come possiamo scrivere tale
equazione:

C_Acosﬂ= X, +Y.cosw=CA'+CA"cosw

CAsen B=y_senw=CA"sena

. —2 —2 —2 — —2
Fig. © CA =CA" +CA" +2CA'+CA" cosw

acosﬂz ptandcos f=ptand'+ ptanodcosw
CAsen p=ptanosen f=ptansd" senw

tan® 5 =tan’ &'+tan’ 8"+ 2tanJ'tan 8"'cos w

dove 0, &', 0” sono quelli della pagina precedente.
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1 Il piano parallelo al piano yOx e’
dato da OC=P e dai coseni
direttori di angoli:
T~ o, =0%a, =90°%a,; =0
A -~ cioe:
cosd = cosa'; cos90 + cosa', cos90 +
+ cosa'y cos0°= cosa',

{OAcos a,=p
,/ OAsena', = CA
4/ OA= pcosa';+CAsena',

Se lo stesso piano fosse per
1’ origine dovrebbe essere p=0

OA'cosa’y=0 quindi
cosa', =0 ol;=90° e coinciderebbe

con il piano yOx. Quindi i suoi
coseni dir. sarebbero stati (cosa';;cosa’,;cosa';=0) cioe

cos® o, +C0S° ar, =1

Fig.7

coso’, = senar ) .
{ . ? cosa', cosa', =sin &', sin o', o' +a',=90°

cosa’, = senar,;
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Dato un piano distante p di cos. dir. (C0S¢,,C08¢,,C0Sq,) e un suo
punto A di cos.dir. (cosa',cosa’,,COSc’;) esso e’ rappresentato da

OAcosp =p cosp = cosa, cosa'; +Cosa, cosa', + COSa, Cosal,'
Se C(ci,c2,c3) e’ 1l'estremo del punto p sappiamo
c,Ccosa, +C,C0SO, + C,C0S0; =P

ma OAcosp=acose, +bcosa, +ccosa, = p e pertanto
(a—c)cose, +(b—c,)coser, +(c—c;)cosa, =0 (espressione gia nota)

Un qualunque altro piano X noto e’ parallelo a quello per A se:

COS p, = COSXCOS, + COSY COScr, + COSZCOScr,
OX cosp, = XCOSey + yCOSar, +2COSer, = P

Mentre la distanza dei due piani e’:

OAcosp — OXcosp, =p—p
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IL PUNTO NEL PIANO

Sia un piano distante 66zzD@LQCﬂ%¢h,aQ dall’origine;
A(X,¥,z,a',a',,0'y) un punto generico di tale piano; la retta
congiungente CA di coseni dir.(&,&,,&;) .

L'Eg. di Vag generica di tale punto (Vedi “IL PIANO”) sara:

OA= pcosS +CAsin &

COSO =Cosa', Cosa, +Cosa’', Cosa, +COSar'y COS
con le seguenti uguaglianze:

. . XCOSa, +YyCOSax, +2COScry = P
1) piano generico —
XCOS¢, +YyCosg, +2C0se, = CA

2) piano parallelo al piano XxOy.

=
P _ __ OA=pcosa',+CAsin o',
Xcose, +ysing, =CA

C(0,0,p;01=90°,2=90°,3=0°); OC=p
o=a'y; A=y pa,,a,,ay)

£,=90° cos’g +cos’e, =1 COsg, =sing

3) piano per 'origine
{xcosw1 +ycosa, +zcosa, =0

xcosa',+ycosa',+zcosa'y=CA

poiche oa=CA (&'),a',,a';)=(&,&,,63); p=0,

AX,¥,Z)

cosd=cos90° e con (a1,02,03) angoli della
perpendicolare al piano in O=C (non segnata
in figura): OA= pcos90°+ CAsin90°=CA

Caso 3)
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z 4) piano contenente 1l’asse z quindi anche
L per 1’origine, pertanto si hanno le stesse
condizioni del punto 3):
AIX,¥,2) OA=CA (all’aIZ ’aIB) :(‘91"92"93) p=O,

Inoltre il piano e perpendicolare al piano

coordinato xOy e la perpendicolare in O=C
pempend.al @ tale pilano giace sul piano coordinato

prne x0Oy e 1 suoil angoli sono (o1,02) essendo
a3=90° per cui €0s’q, =1-C0s’a, =sin’qy .

Y

H
i CAcosa', =X
Xcosa, +Yysina, =0 —
- CAcosa', =y
xcosa',+ycosa',+zcosa';=CA=0A _
CAcosa'y=12

Variando o1 avremo che i1l piano m girera sull’ asse z ed il punto A
percorrera, 1in questo caso, una circonferenza.

z=0

5) piano XxOy —
XCOSg, + ycosg, +zcose; =CA

ECC.
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PROIEZIONE DEI PUNTI DI UN PIANO SU UN PIANO COORDINATO

Sia il piano distante OC = p e un suo punto X(X,Y,Z;&,&,&;)
secondo quanto visto nella pagina precedente si avra:

OXcosg, = X
OX = pcoso +CXseno OXcosg, =y
OXcosg, =2

si consideri la sua proiezione Xx sul coordinato xOy (identico
ragionamento vale per gli altri piani coordinati) avremo, come si
e visto:

—2 ——=2
. OX, =0X -z
z
OX, cosP, =x=0X cosg, anp, = 0S¢z
OX,senB, = y=0X cose, " cosg,
R — — OX
OX , =OX/(cos? &, +C0s’ €, ) OX = X
Jlcos? e, +cos? e, )
OX * cos? 5=p> (OXX2+zz)c0328=p2 Oxxzcoszéizpz—zzcoszés
OX “sen?5=CX (OXX2 +22)sen?5=CX Oxxzsenzé}:&z ~2%sen®s
P~ OX
OX cosd= - Cosd=p — > .
\/cosz g, +C0S% €, OX, c0sd= p\/cos g, +C0s’ g,
X Sens— OX, sens—CX OX ,send=CX+/cos? &, + cos’ ¢,
cos’ g, +c0s’ ¢,

I1 punto Xx € dunque il proietto del punto generico X appartenente
al piano distante OC = p.
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PROIEZIONE DI UNA ELLISSE

Sul piano m sia 1’Ellisse di semi assi g;m e assi coordinati x,vy.
Sia la sua proiezione sul piano @', passante per il centro ed
origine dell’Ellisse m; ¢ 1l’angolo tra i1 due piani e y’ proiezione
di vy.

I1 punto M é la proiezione del generico punto P e D la proiezione
di M sull’asse x (vedi figura); avremo:

DM = DP cose =OPsenB cose OD=0Pcos
szmz+@2:(@sen[30058)2+(@cos[3)2 da cui le due Eq. di Vag

rappresentanti le due Ellisse (B’ angolo MOx) :

OPcos f=(cosa . OM cosf = 0D = OP cosf =g cosa
OPsenf =m sena OM senp =DM = DP cose = OPsenBcose = (mseno.)cose
tanB:msena tanB':msenac038=tanBc058
g cosa g cosa
Per g=m e cose#l la 1] sara una Circonferenza e la 2] una Ellisse
Per g<m e 0058:£% la 1] sara una Ellisse e la 2] una Circonferenza

Per g>m entrambi Ellisse.
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Se 1’'origine del riferimento cartesiano delle Ellissi e nel Fuoco,
i centri risulteranno ciascuno sul proprio piano, ma il

procedimento sarebbe identico ed avremmo avuto (per O=F e 8 angolo
PFx; 0’ angolo MFx)

FPcosd=q(cosa.—e) . FM cos8 =q(cosa —e)
FPsend=msena. FM send =(mseno.)cose
sen
tanS:E—a tanS':mﬂCOSSZtanSCOSa
q coso—e q coso —e

Per g=m (quindi eccentricita=0) e coseg#l la 1] sara una
Circonferenza di centro C,con Origine nel punto F, e la 2] una
Ellisse di centro C’ e Origine nel Fuoco.

q

Per g<m e C0Se=— analogamente come sopra la 1] sara una Ellisse e
m

la 2] una Circonferenza.
Per g>m entrambi Ellissi di centro C e C’ e Origine nel fuoco F.
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IL TEOREMA DEI PIANETI NELLO SPAZIO

4 Sia la circonferenza di centro O e
perpendicolare Z (come in figura) su un
piano e un punto So fuori di tale
piano, tale che la sua proiezione S
cada entro la circonferenza in esame.
Si conduca la congiungente 0OS ad
intersecare la circonferenza nel punto
Pp, in modo che si formi il riferimento
cartesiano ortogonale nello spazio XYZ.
Sia OS = r, OPp = R e P un gqualunque
punto sulla circonferenza di angolo a
con 1l’asse X.

Usando a anziché a/2, per il Teorema
dei Pianeti sappiamo:

SPcos f=(R+r)cosa -
_ p= ) con tanﬂzutana
SPsenf =(R—r)sena R+r

0S, cosa, =SS, =7

Inoltre —
OS,sena, =0S =r

SOP2 =§2 +SP° =72 4+5P° =(R+r)?cos®* a+(R-r)sen’a +z°
= [R+1)? +2°]cos? a+[(R-1)? + 22 sen’ax

Vediamo anche:

E per un opportuno i1 anche:

S,Pcos B, =(R+r)? +12° cosa JR=1)?+2%=m,

posto

S,Pseng, =/(R—r)? + 22 sena JR+1)?2+2%=q,

s : : : : m,
cioé una Ellisse di semiassi m<g e Tang =—tana
1

(Vedi applet "“Teorema dei Pianeti” nello spazio)

Anche nello spazio dunque € valido il Teorema dei Pianeti gia
visto sul Piano!

TEOREMA DEI PIANETI. Data una circonferenza, la distanza dei suoi
punti da un qualunque punto fisso nello spazio, che non appartenga
alla perpendicolare al centro di tale circonferenza, & la distanza
di una ellisse.
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