IV. LA RETTA NELLO SPAZIO
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LA RETTA E IL PIANO

Nella formulazione del piano generico si aveva che dato un punto X
la distanza CX(cos.dir=a, ,y) veniva ad essere il segmento della

relativa retta r) di uguale cos.dir.

E' come dire che data una retta r) di cos. dir. =a, B,y distante
OC(a,b,c;cos.dir.= O1; O2; O3) dall'origine, il punto X €' un suo

punto e sono tutti punti di tale retta quelli che, nell'eq.

generale del piano:

SR — — OX cosd = acosa, +bcosa, +ccosa, = p=0C
OX =0Ccos0+CXservo ___ _
OXsind = xcosa + ycosf + zcosy =CX

hanno i coseni direttori (a,B,y) costanti .

E' evidente che tutti i punti cosi' trovati apparte ngono sia alla

retta sia al piano (di distanza OC ) e che l'espres sione di sopra

rappresenta sia la retta (a, B,y = costanti) sia il piano (a, B,y =generici).
4 Il valore di a, B,y

Z

riferiti alla retta ne

danno la direzione e il
S verso (come indicato in
: figura).
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Sia la retta r) di cos.dir. (a,B,y).
Sia un suo punto X(xy,za,a,0a,).
Sia OA'=d la congiungente perpendicolare alla retta dall'origine,
di cui A@,b',cia' a',a';). Sara".

COSO =Ssenp =cosq, Cosa + cosa, COSf + cosa, cCosy
cosOA' X =0=cosa’, cosa + cosa', cosp + cosa', cosy
send =Ccosp =Ccosa', Cosa, +cosa', cosa, +Cosa', Cosa,

OXsend =OA =d ,
1) Eq.divag.

OX cosd = A' X

OX = A' X cosd + OA'send

Il punto A’ della retta e
anche il punto C del piano
le cui distanza & OA’ = OC.
La retta € dunque
rappresentata dal

particolare piano in cui
(a,B,y) sono costanti e d=p.

Vediamo il valore di A’X
segmento della retta r:

*)ﬁ =(x—-a')cosa +(y—-b')cosf+(z-c')cosy Eq.diVag

Consideriamo:

a'cosa +b'cosf + ¢’ cosy = OA(cosa’, cosa +cosa’, Cos3 + cosa’, cosy) = OAcos90=0

quindi A' X =xcosa + ycosp + zcosy ug. 1)
tale ug. da I'appartenenza di un qualunque punto X alla retta
rC a, B, y).

Per quanto visto del piano si avra:

X COSO | +y COSt , +Z cog ,'= OA = a 'cas,+b 'cas,+c 'ang
**) (x—a')cosa'; +(y — b')cosa’', +(z - c')cosa’',; = 0 Uc.(gia' note)

Dunque per la *) il punto A appartiene alla retta r( a, B,Y) e per
la **) anche al piano che la contiene.
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La 1) puod essere scritta come Eq. di Vag esplicita, e rappresenta
un generico Punt o Xdiunaretta:

OX coso = A' X = xcosa + ycosf +zcosy (segmentalellaretta)
OXsend =0OA=a'cosa’; +b'cosa’, +c'cosa’, = xcosa', +ycosa', +zcosa',

OX =A"Xcosod +OA'serd
OX =(xcosa + ycosp + zcosy) coso + (xcosa', +ycosa',+zcosa', ) send

Tale equazione rappresenta in generale un generico punto X
appartenente al piano distante OA' dall'origine; ma se (a,pB,y) sono
valori costanti e cosa +cos f+cos y=1 sara anche generico punto

della retta r(a,(,y) distante OA' dall'origine e giacente sul piano

in questione.

Gia sappiamo che una retta generica r) ( a,B,y) deve essere definita

dalla sua distanza dall’origine.

Si osservi che in generale per avere i coseni
direttori diOA'=dodiunarettar (a,B,y) per un punto

X(x,y,z;a,,0,,0,), tenendo presente che XA’ vale *) Eqg.di Vag della
pagina precedente avremo i vari legami tra punti:

d = xcosa', +ycosa',+zcosa', Ug.
d? =xa'+yb+zc

A X cosa =0OX cosa, —d cosa, =x—a
A X cosp=0Xcosa, —dcosa, =y-b
A X cosy=0X cosa , —d cosa, =z—C

ed anche: \ X = X7a _ y-b _z-c

cosa  cosp  cosy
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Fino adesso e nel proseguo abbiamo rappresentato la retta per
definizione come giacente nel piano di eguale dista nza
dall’'origine. Vediamola ora rispetto ad un piano ge nerico che la
contenga ma con distanza dall’'origine diversa.
Sialarettar) ( a,,y) definita dalla sua distanza OA’=d (in coord.

e cos. dir.) dove ogni suo punto e dato da:

1) OXsend =d
OXcoso=A'X

Si consideri ora il piano distante
OC=p (in coord.e «cos.dir.) e
contenente la retta r), potro

scrivere:
OXcosw = p
OXsenw=C'X

| punti della 1) sono punti della 2)
con OC’X=0C’A’=90.

Comunque dalla 2)abbiamo:

CX' =0X'-p=d¢+ AX- B
pertanto la retta rispetto al nuovo
piano distante p puo essere scritta:

OX cosw= p
a) —
OXsenw = i\/d2 + A'X - ¢
un generico piano distante OC’=p.

che rappresenta una retta contenuta in

Si osservi che OC’=0C’+CC’ quind CC =CA"” =d?-p? essendo
I'angolo CC’O = 90° se A’ e punto della retta e qui ndi del piano
distante C’, il che vuol dire che tutti i piani con tenenti la
retta avranno distanza dall’origine O compresa tra O<p <d.
Per p=0 il piano sara per l'origine e nella a) OX :‘\/d2 + A'Xz‘
Per p=d riavremo I'eq. della retta cioe del partico lare piano
contenente la retta, di eguale distanza dall’origin e.

Dalla differenza dei quadrati di 1) e 2) si ottiene
CX’ -AX =d?-p*=C'C" cioé in un qualunque piano &

costante il quadrato della differenza tra la distan za diun
gualunque punto X della retta da A’ e C’ (estremi d elle distanze
della retta e del piano in questione dall’'origine): il che vuole

dire che \/d 2 A —p2 =JA'X +CC” =C'X come indicato nella 2)
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OSSERVAZIONE

Data una retta per X
distante dall'origine
OA': tutti gli infiniti

piani che la contengono
hanno la prerogativa
che la congiungente
CA'(C estremo della
distanza del piano
dall'origine) €'
PERPENDICOLARE alla
retta in questione!

Infatti dato un
qualunque OC=p (vedi
figura) si avra che:

oC’ = OA” - CA"’

ma anche
A 4 -2 -2 —_—2 —_—2
OCX =90 OC =0X -CX =OA -CA  (defin.di piano)
per cui: CX° = (5(2 —FAZ) + CA
ma dalla retta sappiamo: (OX* - 0A)= A X

cioe CX =AX +CA’ per cui il triangolo A'CXA' & un triangolo
rettangolo e CA' X =9C° qualunque possa essere il valore di OC.
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Data una retta r(a,B,y) e lasua distanza dall'origine in Eq. di

Vag:
OA'=d = a'cosa | +b'cost , + ¢ 'cod '

abbiamo visto che un qualunque punto X appartiene a lla retta r)se:
a) OXcoso'=A X =xcosa+ycosfS+zcosy
b) OXsend'=d =xcosa',+ycosa’,+zcosa',

dove il primo membro sappiamo essere una Eq. di Vag . Se leggiamo i
secondi e terzi membri che sono Ug. deduciamo che:

la riga a) da' il punto X
appartenente al piano Tte alla
rettar).

la riga b) da il punto X
appartenente al piano L

Evidente che i due piani sono
perpendicolari tra loro, essendo
perpendicolari le loro distanze
dall'origine OA' OX'.

Si osservi che €' 0<9d'<9C°
essendo angolo interno di un
triangolo retto.
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Sappiamo che due piani non paralleli (figura sotto) si intersecano
In una retta.
Siano i due piani di distanza:

= p, cosa, + p, COsa, + p, COSa _
pl p]I_ :I.l pzl 2l p3l 3 I Eqdl Va.g
p'= p', cosa',+p', cosa',+p', cosa’,
I punti X comuni ad entrambi i piani sono la retta:
p = Xcosa, + y CO%r, + Z CO&,
1 1 1 1 Uguag'
p'= Xcosa ;+Y CO%r ,+Z Coq ,
Formeranno una retta anche i punti dei due piani:
p, = Xcosa, + z cosy, perpendicolare ad XOZ cag = 90°
p', = ycosa ,+z cosr , ! YOZ "a, =90°
cosa, P, 0
cosa, cosa, X=mz+ n
posto , avroy
cosa;, _ _ Py =q y=pz+q
cosa ), ' cosa),
L'ultima espressione € quella generalmente data, tr amite due

piani, per rappresentare una retta per punti.
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ESEMPIO 1

Sia la retta r) parallela all'asse z
(come da figura) e distante OA'=d
dall'origine. Tale distanza owvio
sara sul piano xOy, pertanto i
coseni direttori di OA'=d saranno

>/

o, (cos B,sen [3,c0s90).
W Se gli angoli direttori del punto X
o y, sono
Pog (0,0, 0;)ede  0,=d, siavra:
A
&coséfOXcosaS:ﬂ:z _
_ Eqdi Vag
OXsend = OXsemr, =d
dcosf = x
ma dsenf=y
OXsem,)cospf = x
cioé {( :)cosh Eq.di Vag
" senf=y

OXcosa, =0Xcosd = z
infine OXcosa, = (OXsemr,)senB =y Eqdi Vag
OXcosa, = (OXsemx;)cosp = x

OX = xcosa, +ycosa, +zcosa, = x(sena, cosf) + y(sena, senf) + zcosa, Eq.di Vag
infatti e:
a, =0 cosa, = semwr, Ccof ; cas,= sen n

cos a, + (semr, cof ?)+ (sem sgh’°3F Clag+ Sep=1
OX =X+ Vy+ 72
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ESEMPIO 2
La retta r)( a, B, y) interseca l'asse
r'\I z in C(0,0,p), quindi OC = p,
¢ Aa,b,c; a1, Oz, a3) OCA=y.
=CA
peosy _ Eqdi Vag
pseny =0OA =d

dcosa, = (pseny)cosa, = a'

A

0 )¢ k .
/ﬁ’\ . S Y d cosa, = (pseny)cosa, =¢'
/ RN HOA =y HA'O =90~y
N
\ =

OF cos y =dcos y =

(psen )os y =
CAsen y = OH

{ﬁcosﬁtz (psery cog )cgg=a '

"seng= " serng =b '
Tenuto conto che COA=90- y=a, quindi cosa, = sery:
(pseny )cos, =p sep cgs cfs—a cosa, = Coy Ccof
(pseny )cos, = p sep cgs sgn=b ' cosa, = Coy sefy
(pseny )cosr, = p sep sgn=c ' cosa, = sery

OA =d =a'cosa', +b'cosa’, +c'cosa’, = (a'cosp, +b'seng,) cosy +c'seny

Pertanto un qualunque punto X apparterra alla retta r
intersecante l'asse z, se, la sua Eq.di Vag gia vis ta é:

OXcoso'= A X =xcosa + ycosf +zcosy
OXseno'=d = (xcosp, + yseng,)cosy +zseny

{implicita: OX = A Xcosd*+ dsem '

esplicita:OX =(xcosa + ycog3+ z cog )cas+' X cps cBst y ¢os fef z

dcosa, = (pseny)cosa, =b' Eqdi Vag

Eq.di Vag

)sen Jsen '



“LA GEOMETRIA CON L’EQ PARAMETRICA DI VAG”
Sp-retta Cap. IV Pag. 10

Le rette r) e r') abbiano uguali

cos.dir.  (cosa,cosp,cosy) .

Sia il punto A(a,b,c,) dir) el

punto B (a;,b,,c) (cosp,,cosp,,coss;)
appartenente alla retta r').

Si avranno le due equazioni:
OA= AAcosd + OAser,
OB = BAcoso, + OB'sem,

In quanto i coseni direttori delle
rette r) e r') sono uguali posso
affermare che le due rette sono
parallele se distinte, altrimenti

coincidenti.
Esse sono parallele e distinte se OB'# OA'
Se supponiamo invece: ‘OB‘ = ‘ON tali rette saranno:
PARALLELE E DISTINTE:
se i cos.dir. di OB' sono diversi dai cos.dir di O A’

COINCIDENTI:
se i cos.dir. di OB' sono uguali a quelli di OA'
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Data una retta r) di cos.dir.

il punto A(a,b,c)
A'(a',b',c"

C(c

retta per CA=r' di cos.dir.

RETTA
Distanza

dall'origine O:

OA'=d

PIANO
Distanza

dall'origine O:

OC=p

(cosa,cosf3,c0s9)

(cosa,,cosa,,cosa,)
(cosa',,cosa’,,cosa’y)

Con A si trova

OA'o OC
OAcosg, = AA
OAsend, = OA'

OAcosp, = OC
OAsenp, = CA

1,C 2,C 3) (COSC, COSC,,COSC;)
(cosa,,cosp,,c0s0,)

Con OA'0 OC
possiamo scri-
vere

OAc0s90=0
OA'sem0= OA'
OA=d
OAcosp=0C
OAsenp= CA'
OC=p

IV Pag. 11

Eq. di  Vag
generica di un
punto X

OXcoso, = XA'
OXsenog, = OA'

OXcosp, = OC
OXsenp, = CX
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Le Eqg. di Vag generiche che tramite la loro distanza
dall'origine, sia del piano sia della retta, sono s imili (e
divengono uguali se OA=0CeCA=r e quindi cosp, =send,, senp, = coso,)
ove si pensi che ciascun punto della retta € punto del piano e che

quest'ultimo non & che l'insieme di tali punti.

RETTA:
AA=acosa +bcosf +ccosy (a'cosa +b'cosff+c'cosy=0
OAcos, = AA s v ( s y=0)
COSJ, = COSa, COSa + €O, COSP + O, COSy

. OA=a'cosa’',+b'cosa’, +c'cosa’; = acosa’, +bcosa’, +ccosa’,
OAsend, = OA=d . : .
send, = cosP0-7J,) = cosa, cosa’,+cosa, Cosa',+Cosa, Cosa’',

OA= (acosa +bcosp + ccosy) cosd, + (acosa’,+bcosa',+ccosa’s ) send,

OA= \/(acosa +bcosB + ccosy)® + (acosa', +hcosa’, +ccosa',)” = AAcosd, +dsend,

PIANO:
OC=c¢, coc, +C, COSC, +C; COL, =acosc, +bCcoc, +CCosc,

OAcosp, =OC=p
COSp, =C0s, COC, +COY, COSC, +CO; COSC,

OAs CA CA=acosx, +bcosg, +ccosy,; (¢, cosa, +c, cosp, +c, cosy, =0)
eno, =
! senp, =cosP0- p,) =cosa, coa,, +Ccosa, COSP, +Cox, COSY,

CA=(a—-c)cosa, +(b-c,)cosp, +(c—c,)cosy,
OA = (acosc, +bcosc, + ccosc;) cosp, + (acosa, +bcoss, +ccosy,)senp,

OA= /(acosc, +bcosc, +ccosc,)? + (acosa, +bcosp, +ccosy,)? = pcosp, + CAsenp,
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RETTA SU UN PIANO E SUOI PUNTI

Sia il piano distante OC=p con

C(c,¢,, c;;0,,0,,0,) e contenente la
retta r)( oy, Br, yr) di distanza
OA'=dcon Af(a'b\,c;a,'\a,'.a,") eun
sSuo punto X(X, Y, ZE,E,,E5)

Poiché se la retta giace sul

piano, anche il punto X giace su
€SS0 posso scrivere I'Eq. di Vag:

]

CXcosf =CA
{CX senf = XA
CX =CAcospS + XAseng
e (vedi Pag. 2) anche l'uguaglianza:

A X =(xcosa, +ycosp, +zcosy,) Ug.
CA' €' la distanza della retta r) (sul piano distan te OC) dal
punto C considerato come origine di un sistema cart esiano piano,

quindi positivo.

CA'=+JOA?-0C? =,/d? - p? =+/d? -d? cos COA =d senCOA
OA=d =(a'cosa',+b'cos, +c'cosa’, ) = (xcosa',+ycos,+zcosa', )
OC=p=(c,cosg, +c, COST, +C, COST,) = (XCOST, +YyCOST, +ZCOST,)

cosCOA = cosa', coso, +cosa’, cosg, +Cosa’, COST,

Si ricordi inoltre che essendo C = O’ punto origine, avro:
ICA|cosa = a-g
‘6A" =\/(a'—q)2 +(B-¢)°+(¢ ¢)* eisuoicos. dir.y " cosB'=b-c,
cosy'=c*-c,
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Quello che e' importante notare

e' che il segmento CA' nel piano
T x (B C €' una costante per quella
tale retta e piano.

Pertanto al variare opportuno di
B in *] avro tutti i punti della
retta r) su quel piano, una
volta stabilito CA'.

+y

c=0' B . .
7 A PY N_eIIa pagina precedente abbiamo
/ visto che il punto X da'":
/
/‘ -y
¢ d = Xcosa ; +y co®t , +z cog '
p = XCcoso, +y co®, + Z CO8,
E' ovvio che se il punto C passa per l'origine O sa ra p=0; e se €'
la retta r) a passare per l'origine sara p=0 d=0; l'uguaglianza

tuttavia deve sussistere

CX = CAcosf + XAsens = ‘sz -p°

cosp +(xcosa + ycosf + zcosy)sens3 Eqdi Vag .

Si osservi che :

2= xq + ye +
Pr=Xa™ Y6 Zg}dz—pZ:CA2=>(a—C})+Yb'§)+ te 9

d? = xa+ yb+ zt
Ed inoltre che dei tre dati OA'=d, OC=p, e i cos. dir.( o, Br, W)
ne sono necessari almeno due. Solo nel caso che r) passi per cC=0O
(d=p) €' necessario conoscere ( or, Br, ) per la eventuale

risoluzione del problema.
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RETTA PER DUE PUNTI ESEMPIO 3

Siano i due puniA(l,S,l; a0 as) B(2,0,0; B1 B2, B3).
Avremo che AB(@1,-3-1 ‘AB‘ =4/11; i coseni direttori di tale segmento
\ della retta r( a, B, y saranno:
ABcosa =1
B ABcosf=-3
SeN A_Bcosy= -1
&, 1
Al cosa = Tl =0,301511344
i -3
5 > cospf = Tl =-0,904534033
cosy = _Tll =-0,301511344
L’angolo tra la retta e la distanza OA sara
COSJ, = COSd, COSA +C0Sa, COSf3 +Cosa, COSy = gt , 338, tte
A ' ’ ’ Vi1 V11 Y11 V11 Y11 V11
:—1—91:—081818181 J0, =1449031988

sind, =sin1449031988= 0,574959574
La distanza della retta sara dunque:

d = OAsing, =+/11sin1449031988-1,906925177

Allo stesso modo possiamo trovare —d- tramite il pu nto B e la sua
distanza OB’ =2? OB=2: 'angolo tra OB e la retta e:

C0SO, =1E—IL =0,301511344 O, =7245159942 d =2[3in7245159942-1906925177

V11

Le coordinate del punto A’'(a’,b’,c’) possono essere ricavate dalla
distanza A' X di un qualungque punto con la formula:

a'=x- A X cosa

b'= y—ﬁ cospf

c'=z- A X cosy

Nel nostro caso fatto AA'= \/O_Az -d? e BA'= \/(732 -d? enoti

cosa,cosp,cosy si ha la soluzione del sistema.



