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LA RETTA E IL PIANO 

Nella formulazione del piano generico si aveva che dato un punto X 

la distanza ),, cos.dir.( γβα=CX  veniva ad essere il segmento della 
relativa retta r) di uguale cos.dir. 
E' come dire che data una retta r) di cos. dir. γβα ,,=  distante 

OC(a,b,c;cos.dir.= α1; α2; α3) dall'origine, il punto X e' un suo 
punto e sono tutti punti di tale retta quelli che, nell'eq. 
generale del piano: 







=++=

==++=
+=

CXzyxOX

OCpcbaOX
senCXOCOX

γβαδ
αααδ

δδ
coscoscossin

coscoscoscos
cos 321  

hanno i coseni direttori ),,( γβα  costanti. 
E' evidente che tutti i punti cosi' trovati apparte ngono sia alla 
retta sia al piano (di distanza OC ) e che l'espres sione di sopra 
rappresenta sia la retta costanti),,( =γβα sia il piano  generici),,( =γβα . 

Il valore di α, β, γ 
riferiti alla retta ne 
danno la direzione e il 
verso (come indicato in 
figura). 
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Sia la retta r) di cos.dir. ),,( γβα . 

Sia un suo punto );,,( 321 αααzyxX . 

Sia OA'=d la congiungente perpendicolare alla retta  dall'origine, 
di cui )''';',','(' 321 αααcbaA . Sara': 

332211

321

321

cos'coscos'coscos'coscossen

cos'coscos'coscos'cos0'ˆcos

coscoscoscoscoscossencos

ααααααρδ
γαβααα

γαβαααρδ

++==
++==

++==

XAO  

 
 

1) Vag. Eq.di     
'cos

'sen







=

==

XAOX

dOAOX

δ
δ

 

 

δδ sen'cos' OAXAOX +=  
 
Il punto A’ della retta è 
anche  il punto C del piano 
le cui distanza è OA’ = OC. 
La retta è dunque 
rappresentata dal 
particolare piano in cui  

),,( γβα  sono costanti e d=p.    
 
Vediamo il valore di A’X 
segmento della retta r: 
 

 

             Vag Eq.di      cos)'(cos)'(cos)'('*) γβα czbyaxXA −+−+−=  
 
                    
Consideriamo: 
 

090cos')cos'coscos'coscos'(cos'cos'cos'cos' 321 ==++=++ OAOAcba γαβαααγβα  

 

quindi              ug.                coscoscos' γβα zyxXA ++=  1) 
tale ug. dà l’appartenenza di un qualunque punto X alla retta 
r( α, β, γ). 
 
  
Per quanto visto del piano si avrà: 
 

        x y z OA a b ccos ' cos ' cos ' ' ' cos ' ' cos ' ' cos 'α α α α α α1 2 3 1 2 3+ + = = + +  
  

   ** ) ( ' ) cos ' ( ' ) cos ' ( ' ) cos 'x a y b z c− + − + − =α α α1 2 3 0         Ug.( gia'  nota) 
 
Dunque per la *) il punto A appartiene alla retta  r( α, β, γ) e per 
la **) anche al piano che la contiene. 
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La 1) può essere scritta come Eq. di Vag esplicita,  e rappresenta 
un generico Punto X di una retta: 
       

      




++=++==
++==

321321 'cos'cos'cos'cos''cos''cos''sen

retta) della segmento(coscoscos'cos

ααααααδ
γβαδ

zyxcbaOAOX

zyxXAOX
 

    

         
δαααδγβα

δδ
sen)'cos'cos'cos(cos)coscoscos(

sen'cos'

321 zyxzyxOX

OAXAOX

+++++=
+=

 

 
 
Tale equazione rappresenta in generale un generico punto X 
appartenente al piano distante OA' dall'origine; ma  se ),,( γβα  sono 

valori costanti e 1coscoscos 222 =++ γβα  sarà anche generico punto 

della retta ),,( γβαr  distante OA' dall'origine e giacente sul piano 
in questione. 
Già sappiamo che una retta generica r) ( α,β,γ) deve essere definita 
dalla sua distanza dall’origine. 
 
              Si osservi che in generale per avere i coseni 
direttori di OA'=d o di una retta r ),,( γβα  per un punto 

),,;z,y,x(X 321 ααα , tenendo presente che XA’ vale *) Eq.di Vag della 

pagina precedente avremo i vari legami tra punti: 
 
               321 'cosz'cosy'cosxd α+α+α=   Ug. 

'''2 czbyaxd ++=  
              

             








−=α−α=γ

−=α−α=β

−=α−α=α

'czcosdcosOXcosX'A

'bycosdcosOXcosX'A

'axcosdcosOXcosX'A

'

'

'

33

22

11

 

 

ed anche:       
γ

−=
β

−=
α

−=
cos

'cz

cos

'by

cos

'ax
X'A
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Fino adesso e nel proseguo abbiamo rappresentato la  retta per 
definizione come giacente nel piano di eguale dista nza 
dall’origine. Vediamola ora rispetto ad un piano ge nerico che la 
contenga ma con distanza dall’origine diversa. 
Sia la retta r) ( α,β,γ) definita dalla sua distanza OA’=d (in coord. 
e cos. dir.) dove ogni suo punto è dato da: 

 

1) 




=
=

XAOX

dOX

'cos

sen

δ
δ

 

 
Si consideri ora il piano distante 
OC’=p (in coord.e cos.dir.) e 
contenente la retta r), potrò 
scrivere: 

2)




=
=

XCOX

pOX

'sen

cos

ω
ω

 

I punti della 1) sono punti della 2) 
con OC’X=OC’A’=90.             
Comunque dalla 2)abbiamo:                 

C X OX p d A X p' '
2 2 2 2 2 2= − = + −  

pertanto la retta rispetto al nuovo 
piano distante p può essere scritta: 

a)
OX p

OX d A X p

cos

sen '

ω

ω

=

= ± + −






2 2 2

   che rappresenta una retta contenuta in 

un generico piano distante OC’=p. 
 

Si osservi che OC OC C C
2 2 2

= +' ' quindi 2222
pd'A'CC'C −==  essendo 

l’angolo CC’O = 90° se A’ è punto della retta e qui ndi del piano 
distante C’, il che vuol dire che tutti i piani con tenenti la 
retta avranno distanza dall’origine O compresa tra 0≤ p ≤ d. 

Per p=0 il piano sarà per l’origine e nella a) 
22 X'AdOX +=  

Per p=d riavremo l’eq. della retta cioè del partico lare piano 
contenente la retta, di eguale distanza dall’origin e. 
Dalla differenza dei quadrati di 1) e 2) si ottiene   

        
22222

''' CCpdXAXC =−=−     cioè in un qualunque piano è 
costante il quadrato della differenza tra la distan za di un 
qualunque punto X della retta da A’ e C’ (estremi d elle distanze 
della retta e del piano in questione dall’origine):  il che vuole 

dire che XCCCXApXAd ''''
22222 =+=−+  come indicato nella 2) 
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OSSERVAZIONE 

Data una retta per X 
distante dall'origine 
OA': tutti gli infiniti 
piani che la contengono 
hanno la prerogativa 
che la congiungente 
CA'(C estremo della 
distanza del piano 
dall'origine) e' 
PERPENDICOLARE alla 
retta in questione! 
 
Infatti dato un 
qualunque OC=p (vedi 
figura) si avrà che: 
              
                    

OC OA CA
2 2 2

= −' '  
 
ma anche 

  OCX$ = 90     
22222
'' CAOACXOXOC −=−=     (defin.di piano) 

 

per cui:  CX OX OA CA
2 2 2 2= − +( ' ) '  

ma dalla retta sappiamo:     ( ' ) 'OX OA A X
2 2 2− =  

 

cioè 
222
'' CAXACX +=    per cui il triangolo A'CXA' è un triangolo 

rettangolo e CA X$ ' = °90   qualunque possa essere il valore di OC. 
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Data una retta ),,( γβαr  e la sua distanza dall'origine in Eq. di 
Vag: 

             OA d a b c' ' cos ' ' cos ' ' cos '= = + +α α α1 2 3 
abbiamo visto che un qualunque punto X appartiene a lla retta r)se: 

             
321 'cos'cos'cos'sen)

coscoscos''cos)

αααδ
γβαδ

zyxdOXb

zyxXAOXa

++==
++==

 

 
dove il primo membro sappiamo essere una Eq. di Vag . Se leggiamo i 
secondi e terzi membri che sono Ug. deduciamo che: 
 

la riga a) da' il punto X 
appartenente al piano π'e alla 
retta r). 
 
la riga b) da il punto X 
appartenente al piano π. 
 
Evidente che i due piani sono 
perpendicolari tra loro, essendo 
perpendicolari le loro distanze 
dall'origine OA' OX'. 
Si osservi che e' 0 90≤ ≤ °δ '   
essendo angolo interno di un 
triangolo retto. 
  



“LA GEOMETRIA CON L’EQ PARAMETRICA DI VAG” 
                                     Sp-retta  Cap.  IV Pag.  7 

Sappiamo che due piani non paralleli (figura sotto)  si intersecano 
in una retta. 
Siano i due piani di distanza: 

             Vag diEq.       
'cos''cos''cos''

coscoscos

332211

332211





++=
++=

ααα
ααα

pppp

pppp
 

 
I punti X comuni ad entrambi i piani sono la retta:  

              
p x y z

p x y z

= + +
= + +





cos cos cos

' cos ' cos ' cos '

α α α
α α α

1 2 3

1 2 3

               Uguag. 

 
Formeranno una retta anche i punti dei due piani: 

             
p x z

p y z
1 1 3

1 2 3

90

90

= + = °
= + = °





cos cos

' cos ' cos '

α α α
α α α

          perpendicolare ad XOZ con 

                      "              YOZ  "     
2

1

 

 
 

posto           avro'   

cos

cos
;

cos

cos

cos '
;

'

cos '

α
α α
α
α α

3

1

1

1

3

2

1

2

= − =

= − =













= +
= +





m
p

n

p
p

q

x mz n

y pz q
 

 
L'ultima espressione è quella generalmente data, tr amite due 
piani, per rappresentare una retta per punti. 
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ESEMPIO 1 

 
Sia la retta r) parallela all'asse z 
(come da figura) e distante OA'=d 
dall'origine. Tale distanza ovvio 
sarà sul piano xOy, pertanto i 
coseni direttori di OA'=d saranno 
(cos β,sen β,cos90). 
Se gli angoli direttori del punto X 
sono  
( α

1
, α

2
, α

3
) ed è α

3
=δ, si avrà: 

 

VagdiEq              
sensen

'coscos

3

3







==

===

dOXOX

zXAOXOX

αδ

αδ
 

ma       
d x

d y

cos

sen

β
β

=
=





 

cioè  VagdiEq.
sen"

cos)sen( 3





=
=

y

xOX

β
βα

 

 

             infine  VagdiEq.                 

cos)sen(cos

sen)sen(cos

coscos

31

32

3









==
==

==

xOXOX

yOXOX

zOXOX

βαα
βαα

δα
 

 

VagdiEq.    cos)sen(sen)cos(sencoscoscos 333321 αβαβαααα zyxzyxOX ++=++=  

infatti è: 
             

           

α δ α α β α α β

α α β α β α α
3 1 3 2 3

2
3 3

2
3

2 2
3

2
3

2 2 2 2

1

= = =

+ + = + =

= + +







; cos sen cos ; cos sen sen

cos (sen cos ) (sen sen ) cos sen

OX x y z
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ESEMPIO 2 

 
La retta r)( α, β, γ) interseca l'asse 
z in C(0,0,p), quindi OC = p, 

A’(a’,b’,c’; α1, α2, α3) OCA$ '= γ . 

VagdiEq.                
'sen

'cos







==

=

dOAp

CAp

γ
γ

 

 

VagdiEq.        

'cos)sen(cos

'cos)sen(cos

'cos)sen(cos

33

22

11









==
==
==

cpd

bpd

apd

αγα
αγα
αγα

 

γγ −== 90'ˆ'ˆ OAHAOH  
OA d

p

CA OH

' cos cos

( sen )cos

'sen

γ γ
γ γ

γ

= =
= =
= =

 

OH p a

b

cos ( sen cos )cos '

" sen " sen '

β γ γ β
β β

1 1

1 1

= =
= =





 

 

Tenuto conto che COA$ ' ; cos sen= − = =90 3 3γ α α γ   quindi   : 

        

( sen )cos sen cos cos '

( sen )cos sen cos sen '

( sen )cos sen sen '

cos cos cos

cos cos sen

cos sen

p p a

p p b

p p c

γ α γ γ β
γ α γ γ β
γ α γ γ

α γ β
α γ β
α γ

1 1

2 2

3

1 1

2 1

3

= =
= =
= =









=
=
=









 

VagdiEq.     γγββααα sen'cos)sen'cos'('cos''cos''cos'' 11321 cbacbadOA ++=++==  

 
Pertanto un qualunque punto X apparterrà alla retta  r) 
intersecante l'asse z, se, la sua Eq.di Vag già vis ta è: 
                  

              




++==
++==

γγββδ
γβαδ

sencos)sencos('sen

coscoscos''cos

11 zyxdOX

zyxXAOX
 

 
 

implicita:

esplicita:

OX A X d

OX x y z x y z

= +
= + + + + +





' cos ' sen '

( cos cos cos )cos ' ( cos cos cos sen sen )sen '

δ δ
α β γ δ γ β γ β γ δ1 1
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Le rette r) e r') abbiano uguali 
cos.dir. )cos,cos,(cos γβα . 
Sia il punto A(a,b,c,) di r) e il 
punto B )cos,cos,(cos),,( 321111 βββcba  

appartenente alla retta r'). 
 
Si avranno le due equazioni: 

      
OA AA OA

OB BA OB

= +
= +





' cos 'sen

'cos 'sen

δ δ
δ δ

1 1

2 2

 

 
 
In quanto i coseni direttori delle 
rette r) e r') sono uguali posso 
affermare che le due rette sono 
parallele se distinte, altrimenti 
coincidenti. 

 
 
Esse sono parallele e distinte se       OB OA' '≠  
 
 

Se supponiamo invece:   '' OAOB =      tali rette saranno: 

 
PARALLELE E DISTINTE:                                           
 se i cos.dir. di OB' sono diversi dai cos.dir di O A' 
 
COINCIDENTI:                                                     
 se i cos.dir. di OB' sono uguali a quelli di OA' 
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RIEPILOGO  

Data una retta r) di cos.dir. )cos,cos,(cos δβα  

     il punto A(a,b,c) )cos,cos,(cos 321 ααα  

       "    A'(a',b',c') )'cos,'cos,'(cos 321 ααα     

       "    C(c 1,c 2,c 3) )cos,cos(cos 321 ccc  

retta per CA=r' di cos.dir. )cos,cos,(cos ccc δβα  

 
 Con A si trova  

OA'o OC 
Con OA' o OC           
possiamo scri-
vere 

Eq. di Vag 
generica di un 
punto X 

    RETTA 
Distanza 
dall'origine O:           
   OA'=d 

 
OA AA

OA OA

cos '

sen '

δ
δ

1

1

=
=





 

 

OA

OA OA

OA d

' cos

'sen '

'

90 0

90

=
=

=









 

 
OX XA

OX OA

cos '

sen '

δ
δ

2

2

=
=





 

    PIANO 
Distanza 
dall'origine O:  
OC=p 

 
OA OC

OA CA

cos

sen

ρ
ρ

1

1

=
=





 

 

OA OC

OA CA

OC p

' cos

'sen '

ρ
ρ

=
=

=









 

 
OX OC

OX CX

cos

sen

ρ
ρ

2

2

=
=
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       Le Eq. di Vag generiche che tramite la loro distanza 
dall'origine, sia del piano sia della retta, sono s imili (e 
divengono uguali se rCAeOCOA ≡≡ ''  e quindi 2222 cossen,sencos δρδρ == ) 
ove si pensi che ciascun punto della retta è punto del piano e che 
quest'ultimo non è che l'insieme di tali punti.  
 
 
RETTA: 

















++=−=
++=++=

==





++=
=++++=

=

33221111

321321
1

3211
1

'coscos'coscos'coscos)90cos(sen

'cos'cos'cos'cos''cos''cos''
'sen

coscoscoscoscoscoscos

)0cos'cos'cos'(coscoscos'
'cos

ααααααδδ
αααααα

δ

γαβαααδ
γβαγβα

δ

cbacbaOA
dOAOA

cbacbaAA
AAOA

 

 

11
2

321
2

13211

sencos')'cos'cos'cos()coscoscos(

sen)'cos'cos'cos(cos)coscoscos(

δδαααγβα

δαααδγβα

dAAcbacbaOA

cbacbaOA

+=+++++=

+++++=
 

 
 
PIANO: 

















++=−=
=++++=

=





++=
++=++=

==

ccc

cccccc ccccbaCA
CAOA

ccc

cccbcaccccccOC
pOCOA

γαβαααρρ
γβαγβα

ρ

αααρ
ρ

coscoscoscoscoscos)90cos(sen

)0coscoscos(;coscoscos
sen

coscoscoscoscoscoscos

coscoscoscoscoscos
cos

32111

321
1

3322111

321332211
1

 

 
 

11
22

321

11321

321

sencos)coscoscos()coscoscos(

sen)coscoscos(cos)coscoscos(

cos)(cos)(cos)(

ρργβα

ργβαρ
γβα

CApcbacccbcaOA

cbacccbcaOA

cccbcaCA

ccc

ccc

ccc

+=+++++=

+++++=
−+−+−=
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RETTA SU UN PIANO E SUOI PUNTI 

 
Sia il piano distante OC=p con 
C c c c( , , ; , , )1 2 3 1 2 3σ σ σ  e contenente la 

retta r)( αr , βr , γr ) di distanza 
OA’=d con )',',';',','(' 321 αααcbaA  e un 

suo punto ),,;,,( 321 εεεzyxX  

Poiché se la retta giace sul 
piano, anche il punto X giace su 
esso posso scrivere l'Eq. di Vag: 
 

     *]  




=
=

'sen

'cos

XACX

CACX

β
β

 

    ββ sen'cos' XACACX +=  
e (vedi Pag. 2) anche l’uguaglianza: 
     Ug.        )coscoscos(' rrr zyxXA γβα ++=  
 
CA' e' la distanza della retta r) (sul piano distan te OC) dal 
punto C considerato come origine di un sistema cart esiano piano, 
quindi positivo. 
 

'ˆsen'ˆcos'' 2222222 AOCdAOCddpdOCOAAC =−=−=−=
r

 

      

332211

321332211

321321

cos'coscos'coscos'cos'ˆcos

)coscoscos()coscoscos(

)'coscos''cos()'cos'cos'''cos'('

σασασα
σσσσσσ

αααα

++=

++=++==
++=++==

AOC

zyxcccpOC

zyxcbadOA

 

 
Si ricordi inoltre che essendo C O≡ ' punto origine, avrò: 

r

r

CA a c b c c c

CA a c

b c

c c

' ( ' ) ( ' ) ( ' )

' cos ' '

" cos ' '

" cos ' '

= − + − + −

= −

= −
= −










1
2

2
2

3
2

1

2

3

   e i suoi cos.  dir.

α
β
γ
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Quello che e' importante notare 
e' che il segmento CA' nel piano 
C e' una costante per quella 
tale retta e piano. 
 
Pertanto al variare opportuno di 
β in *] avrò tutti i punti della 
retta r) su quel piano, una 
volta stabilito CA'. 
 
Nella pagina precedente abbiamo 
visto che il punto X da': 
 

     
d x y z

p x y z

= + +
= + +

cos ' cos ' cos '

cos cos cos

α α α
σ σ σ

1 2 3

1 2 3

 

 
E' ovvio che se il punto C passa per l'origine O sa rà p=0; e se e' 
la retta r) a passare per l'origine sarà p=0  d=0; l'uguaglianza 
tuttavia deve sussistere 
 

  VagdiEq.         sen)coscoscos(cossen'cos' 22 βγβαβββ zyxpdXACACX +++−=+= . 

 
Si osservi che : 
 

      
p xc yc zc

d xa yb zc
d p CA x a c y b c z c c

2
1 2 3

2
2 2 2

1 2 3

= + +

= + +






− = = − + − + −

' ' '
' ( ' ) ( ' ) ( ' )  

 
Ed inoltre che dei tre dati OA'=d,  OC=p,  e i cos.  dir.( αr , βr , γr )  
ne sono necessari almeno due. Solo nel caso che r) passi per C O≡ ' 
(d=p) e' necessario conoscere ( αr , βr , γr ) per la eventuale 
risoluzione del problema.  
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RETTA PER DUE PUNTI ESEMPIO 3 

Siano i due punti A(1,3,1; α1, α2, α3) B(2,0,0; β1, β2, β3). 

Avremo che )1,3,1( −−AB  11=AB ; i coseni direttori di tale segmento 

della retta r( α, β, γ saranno: 










−=

−=

=

1cos

3cos

1cos

γ
β
α

AB

AB

AB

 















−=−=

−=−=

==

301511344,0
11

1
cos

904534033,0
11

3
cos

301511344,0
11

1
cos

γ

β

α

 

 
L’angolo tra la retta e la distanza OA sarà 

9031988,144;081818181
11

9
11

1

11

1

11

3

11

3

11

1

11

1
coscoscoscoscoscoscos 321

=−=−=

=−⋅+−⋅+⋅=++=

A

A

δ

γαβαααδ
 

574959574,09031988,144sinsin ==Aδ  
La distanza della retta sarà dunque: 

906925177,19031988,144sin11sin === AOAd δ . 
 
Allo stesso modo possiamo trovare –d- tramite il pu nto B e la sua 

distanza 2222
== OBOB : l’angolo tra OB e la retta è: 

.906925177,145159942,72sin245159942,72301511344,0
11

1
1cos =⋅===⋅= dBB δδ  

Le coordinate del punto A’(a’,b’,c’) possono essere  ricavate dalla 

distanza XA'  di un qualunque punto con la formula: 










−=

−=

−=

γ
β
α

cos''

cos''

cos''

XAzc

XAyb

XAxa

 

Nel nostro caso fatto 22
' dOAAA −=  e 22

' dOBBA −=  e noti 
γβα cos,cos,cos  si ha la soluzione del sistema. 

 
 


