V. TRASLAZIONE ROTAZIONE NELLO SPAZIO
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TRASLAZIONE

La nuova origine O ha coseni
di rettori

OA= XCOSa + yCOSf + ZCOSy
O'A= X'cosa'+Yy'cosB+Z cos)’

OAcOsa = X
OA cosf=y
OAcosy =z

X'=x+00'cosa,

y=y +O_O'cos,6’0
7'=z+00'cosy,

O'Acosa'= y'= x+ 00 cosa, = OAcosa + 00 cosa,
O'A cosf=y=y+ 00 cosp, = @cosﬂ +00 cosp,
O'A cosy'= 7= z+ 00 cosy, = OAcosy + OO cosy,

O'A = (OAcosa + 00'co®i, )coa + QA cgs+ OO0 'cfs )dos 'OQA gos OO 'gps )ces '

= OA(coso 'co®t + coB 'cgs+ cgs 'ops+)OO ‘(cos 'egst  fcos PgOs Yy CcOSy,COS
* O' A= OAcosd + 00 cosp *
posto quindi: COSU = C0Sa, COSa + COSf3, COSf3 + COSy, COSy per culi o=¢+0

cioe' OA=0AcosE-¢)+00cos—-9) che sviluppata con la regola del
Parallelogramma che conosciamo dara:

{OTACOSJ = OAcosg + 00 cosd iang = OASer +0'Oserd

O' Aseru = OAsem + OO0 ' serd OAcosg + O'Ocoso

Oppure applicando Carnot avro:

O'A =00 +0A +20'00Acos@+3) =00 +OA +20'00AcosT

f (@4, Bo, ¥o);ON@, B,y):0 Aa', B, V)

)
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Dati i cos.dir. di X,Y,Z rispetto al riferimento Oxyz come da

figura, sia:
Y (@.8.7)

A (aBy—a' By

K (o,Bom)

Z (a,B,,%,)

OA = Xcosa +Y cof +Z cog OA = xcosa '+y cof +z cog '

Sara:
OAcosa'=x =X cosa, +Y cosa, +Zcosa,

*] EA\COS,B'= y =X cosB, +Y cosp, +ZcospB,
OA cosy'=z=Xcosy, +Y cosy, +Zcosy,

OA = X(cosn, cost + coB, c@+ cgs ops +)
+Y(cosa, comt + coB, cdd+ cgs Ops +)
+ Z(coso, cost + coB, cds+ cgg ops =)X oY [BAsZ  yos

Nell’esempio di figura sotto (rotazione di un € intorno all’asse x)

utilizzando la *] di sopra abbiamo:

OACosa'= X = X cos0° + Y c0s90+ Z cos90= X
OAcosB'=y =X cos90+ Y cose + Zcos@0—€) = Y cose + Zsene
ﬁcosy': z=Xc0s90+ Y cos@0+¢) + Zcose = Zcose — Ysene
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ROTO-TRASLAZIONE
Distanza OO’ ( do, Bo, Yo)

Punto A:
inO:(X,Y,2)a,B,y; (xvy,2a,6.)
inO: (XY, ZYa", 8", y"

In Figura é tracciato solo
X,x, X' per semplicita.

OA= X cosa +Y cosp + Zcosy
OA= xcosa'+ycosf'+zcosy
O'A= X'cosa'+Y'cosf''+Z'cosy"

asseOX rispettoO’(cosa,,cosp,, cosy,;)

" oy " " (cosa,,cosp,,cosy,)
oz " " (cosa,,cosp;,COSY,)
Oxyz e O'’X’Y’Z’ sono traslati tra loro per cui gli assi (X'e
X),(Y' ey), (Z' e z)hanno rispettivamente gli s tessi coseni

direttori.

O'Acosa''= X'=00'cosa, + (X cosa, +Y cosa, +Z cosa,)
*) O'Acosf'"'=Y'=00'cospf, + (X cospf, +Y cospf, +Z cosp,) Eq.di Vag
O'Acosy''=Z'=00'cosy, + (X cosy, +Y cosy, +Z cosy,)

Questa Eq. di Vag sviluppata:

O'A=00(cosa, cosa''+cosp, cosS''+cosy, cosy') +
+ X(cosa, cosa''+cosp, cosp''+cosy, cosy'') +
+Y(cosa, cosa''+cosp, cosf' '+ cosy, cosy'') +
+ Z(cosa, cosa''+cosp, cosf' '+ cosy, cosy'')

a*)
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ROTO-TRASLAZIONE (CONTINUA)

Larettar (A) per O e’ laretta
parallela al segmento O A.

| cos.dir.di O' A nel sistema
di riferimento OXYZ sono dati
dagli stessi angoli di ciascun

asse X,Y,Zconr (A).

Nel sistema O' abbiamo che i
cos.dir. di O'A e quindi di r (A) e di X,Y,Z sono:

(cosa, cosa''+cosp, cosS''+cosy, cosy'") =cosg (angolotraO' OeQ'A)
(cosa, cosa''+ cosp, cosS''+ cosy, cosy'') = coso, (9, angolotraasseXe O'A = r(A))

(cosa, cosa''+cosp, cosp''+cosy, cosy’')=coso, (o0, " " tY"™" ")
(cosa, cosa''+cosp, cosp''+cosy, cosy'')=coso, (0, "t " tZ"" ")
quindi 9,,0,,0, sono cos.dir di O'A rispetto al riferimento O.

Possiamo allora scrivere la a*) precedentemente vis ta:

*O'A=00'"cosp + (X cosd, +Y coso, + Zc0oso,) *
Sostituendo nel secondo membro tra parentesi
X =0Acosa,Y =0Acosf,Z =0OAcosy si avra:
OA(cosr cog + cof ca@s+ c@s ads=)OA &os (angolo tra OA e O'A = 1(A))
* O'A =0QC'cos¢p + OAcosd * Uc.

(Lo sviluppo di questa Ug. in Eqg. di Vag I'abbiamo visto prima nel
capitolo TRASLAZIONE)
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ROTO-TRASLAZIONE (CONTINUA)

Si osservi che l'ultima Uguaglianza vista e’ id entica a quella
relativa alla TRASLAZIONE ,dove al posto di cos a' e' posto cos 01,
dicos (' cos &, dicos Y cos 3. Che le due espressioni siano
uguali €' logico ove si consideri che in effetti i triangoli O'AO
di entrambe, sono risolti mediante il teorema delle proiezioni.

La loro diversita €' a monte; che nella TRASLAZ IONE gli assi
dei due sistemi sono paralleli, mentre nella ROTO-T RASLAZIONE no,
e tale fatto implica un passaggio in piu, per arriv are alla stessa
formula. Diciamo che la loro differenza non e’ nell a espressione

finale ma nella loro "storia".

Interpretiamo dunque l'espressione:

O'A = OO'cosp + OA cod
per O'A=0A

ROTAZIONE se icos.dir. di OA sono di versi nei
due sistemi di riferimen to.

fatto O'A noncoincidenecon OA

TRASLAZIONE se icos.dir.diOAe O'Aso no uguali
in entrambi i sistemi di riferimento.
ROTO-TRASLAZIONE se icos.dir.di OA e O'A sono diversi

in entrambi i sistemi di riferimento.
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; 2
LAaDIsTANZzA O'A

Da ROTO-TRASLAZIONE *) Pag. 3 si faccia i quadrati di:

1) [0Ocosa, +(X cosa, +Y cosa, +Zcosa,)|* =

= (00'cosa,)? + (X cosa, +Y cosa, + Z cosa,)? + 200 cosa, (X cosa, +Y cosa, + Z cosa,)
2) [00cosB, + (X cosp, +Y cosB, + ZcosB,)]” =

= (00'cosB,)? + (X cosp, +Y cosp, + Z cosB,)? + 200'cos, (X cospB, +Y cosp, + Z cosf,)
3) [0O'cosy, + (X cosy,,+Y cosy, + Z cosy,)]” =

= (00'cosy,)” + (X cosy, +Y cosy, + Zcosy,)” + 200 cosy, (X cosy, +Y cosy, +Z cosy,)

Prendendo il secondo membro di ciascun binomio che e al quadrato:
(X cosa, +Y cosx, + Zcosx,)” +(X cosB, +Y cosB, + ZcosB,)” + (X cosy, +Y cosy, +Zcogy,)?
sommando e raccogliendo i fattori comuni e semplifi cando

X?+Y? +2Z?%+2XY(cosa, cosa, +CoSp, cosp3, + COSy, COSy,) +
+ 2XZ(cosa, cosa, + cosp,; cosp, + cosy, cosy,) +
+2YZ(cosa, cosa, + cosf, cosp, + cosy, COSy,)

poiche i prodotti dei coseni direttori non sono che il coseno
degli angoli formati dagli assi che sappiamo essere uguale a 90°,
essi sono uguali a zero, per cui I'espressione sopr a siriduce a:

XZ+Y?+Z% +2XYc0s90° + 2XY cos90° + 2YZcos90®* =X ? +Y? + Z?

Possiamo quindi scrivere:

OA =00 +X2+Y2+2Z%+ 20'0[(X (cosa, cosa, + cosp, cosf3, + cosy, cosy,) +
+Y(cosa, cosa, + cosp, cosp, + cosy, cosy, + Z(cosa, cosa, + coSp, Cosp, + Cosy, cosyo)]

E sostituendo i coseni degli angoli (vedi figura):
O'A" =002+X2 +Y?+Z2 +20'0(X cos, +Y cosy, + ZCosy,)
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Dunque i cos.dir. di O'O rispetto al riferimento OX YZ sono:

C0s7), COS7, COS,
Possiamo pertanto scrivere:

O'A” =002+X2 +Y2 + 7% + 200 OA(cosa COS7, + COSBCOS7, +COSyCos),) =
=00" +0A’ +200 OAcosa

che e' la stessa formula vista in TRASLAZIONE essen do o l'angolo
tra OAeOO'.
Ma nella traslazione avevamo che og=¢+0;

mentre ora COSO = (COSa C09, +C0Sfc0s, +CoSycosy,) e diventa una

TRASLAZIONE se n, =a, n, =, s = ¥, per effetto del parallelismo
degli assi.
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ANGOLI DEI COSENI DIRETTORI (RIASSUNTO)

assi OX oYy 0z
O'x ax 00} a3
Oy B1 B> Bz 0O rispetto ad O
Oz Y1 Y2 Y3
] rispetto ad o'
ES.: cos.dir. dell'asse OX nel riferimento O OX(cosa,,cosp,,cosy,)
di O'x rispetto ad O: O'x(cosa,,cosa,,Cosa;)
riferito riferito
ad O ad O'
OA o By o, B, Y
O'A=r(A) 31, &, 8 o, B
o0’ N1, N2, N3 0o, Po, Yo
OO0 eO'A ¢
Angolo tra OO0'eOA ¢
OAeO'A o
ciascuno di questi angoli e’ dato per cos.dir. di uno stesso
riferimento cartesiano
riferimento O' riferimento @]

coSp = cosa , cosa"+cosp3, cosf3'+cosy, Cosy' = c0s7,C0Sso, +C0s7,C0So, + CO0F), COSO,
COSO = COSO , COSa '+ CoSP3, CosP'+ CoSy, COSy' = €07, COSa + COS/), COSL + COF), COSY
C0sd = cosa" cosa '+ cosf3’ cosf'+ cosy' cosy' = C0SJ, COSa + C0SI, COSL + COSA, COSy
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IL PIANO NELLO SPAZIO (COME ROTO-TRASLAZIONE)

Sia la roto-traslazione di O rispetto ad O' (come d a figura).
Posto Z=0 il sistema O si riduce ad un riferimento cartesiano su
un piano e poiché l'asse Z e' perpendicolare a tale piano i suoi
cos.dir. sono gli stessi cos.dir. della distanza di tale piano

dall'origine O'.

OC=p=c,cosa, +cC,cosp, +c,cosy, Eq.diVag

O'A =xcosa''+y cosp3''+zcosy" OA =X cosa +Y cosp3 + Zcosy

Essendo Z=0, il punto A e' nel piano XoY dato dalla distanza p=0'C
e siriduce:
*OA =X cosa + Ysena= XsenB + Y cos3* (sena = cosp) O'CO=C0OzZ =90
L'Eq. di O'A da quanto visto nella roto-traslazione di Pag. 4 *,
con Z=0 e":
O'A=00'cosg + X cosd, +Y cosd, =00 cosg + OA(cosa cos), + seru coso,) =

=00 cosg + OAC0sO
Se OA rappresenta una figura di centro O, in un pia no nello
spazio, essa avra valori X e Y sul piano XOY che la determinano.
Se per esempio OA e' la distanza di una Ellisse avr emo sul piano
X=qcos a (cos. dir. 01 PB1 Y1 rispetto a O’) Y=msen a (cos. dir. (op
B2 V- rispetto a O’) e XOY = 90° e le uguaglianze, essen do
0OZ=0(zero):

O'A =00 cosf +[(qcosa) cosd, + (msem) cosd, | oppure
O'A =00 cosp ++/g° cos’ a + m?serfa cosd (* di Pag4)
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Mentre in forma esplicita:

O'Acosa''=00'cosa, + (qcosa cosa, + mserm cosa ,)

O'Acosp''= 00 cosB, + (qcosa cosB, + msem cosB,)  Eqdi Vag
O'Acosy''= 00 cosy, + (qCosa cosy, + MSem cosy,)

L OOcosu=0C=p — P

Se consideriamo: o0 =——
OO'semu=CO cosu

CON COSW =CO0Sa . COSa , + cosP. cosP, + cosy,. cosy, cioe I'angolo tra O’'0 e

O’C nella nostra Eq. di Vag possiamo sostituire OO' in funzione
della distanza del piano dall'origine.
Se indichiamo I'Eq. di Vag con

O'A=00 cosg + OAC0S) = P cosg + OAcosd per pu=0 C =0
cosy
I'Equazione diventa (per cos d=c0s(90- w)=sen ¢)
O'A =pcosp + OAsend
gia vista nel capitolo "il piano nello spazio”.




